4М 


УДК 51(071) 


Л.П. Мироненко 
Донецкий национальный технический университет, Украина 
Украина, 83001, г. Донецк, ул. Артема, 58, пиопепко.1еоп@уапдех га, еахогО(@та|.га 


Классификация канонических уравнений 
поверхностей второго порядка в пространстве №“. 
Невырожденный случай 


Г.Р. Мтопепко 
ДопезкК Майопа! Тесйтса! Итлет5йу 
Ойгате, 83001, с. Ропез5к, Амета 51., 58, пигопепко1еоп(@уапаех.ги, еазот0@тай.ги 


СазяЙсапоп оГ фе Едиапопу ор йе 5есопа Отаег 
би’/асех т 5расе В“. Моп-Оесепегие4 са5е 


Л.П. Мироненко 
Донецький нацюнальний техн1чний ун1верситет, Укра!на 
Укра1на, 83001, м. Донецьк, вул. Артема, 58, пгопепКо.1еоп(@уапдех га, сагхогО@та|.ги 


Класифлкащя каноничних равнянь поверхн! другого 
порядку у простор! А“. Невироджений випадок 


В работе развит матричный метод классификации канонических уравнений поверхностей второго 


порядка в пространстве В“. В основе метода лежит анализ симметричной матрицы пятого порядка, 
составленной из коэффициентов квадратичной формы четырех переменных. Из этой матрицы построены 
все мономиальные матрицы пятого порядка, их 25. Эти матрицы определяют 14 канонических уравнений 
поверхностей эллиптического, гиперболического и параболического типов. 

Ключевые слова: канонический, поверхность, эллипсоид, гиперболоид, параболоид, прост- 


4 
ранство К ‚ матрица, мономиальная матрица, каноническое уравнение. 


п Ше рарег, Фе таблх тео Рог с1аз;1Исайоп оЁШе зесопа ог4ег зиг{асез ш зрасе А“ в еуеореч. ТЬ15 
те®оч 15 Базе оп Фе апа[уз1$ оР\е 5-# ог4ег зупттейтса] диа4гайс тайлх. ТВе тафлх 1$ Ба ул @гее 
сое сет оЁ те диадгайс Югт оЁ Юиг уапаЫез. ЗасЬ таблх ргодисез 25 топопта| 5-@ ог4ег тайтсез. 
ТБезе тайлсез отуе 14 зппр[ез{ едиайоп$ оРеШрйс, пурегФо|с ап4 рагабоПс фурез о# зигасез. 

Кеу уог4$: сапотса|, загсе, еШрзо14, Вурегроо14, рагабо|о14, 5расе В“, тайчх, топопа! плабчх, 
сапошса| едааНоп. 


У робот! розвинуто матричний метод класифкаци поверхн! другого порядку у простор1 В Метод 
трунтуеться на анал1з1 симетрично! матриц! п’ятого порядку, яка складаеться з коефицентв квадратично! 
форми чотирьох зм1нних. 13 ще матриц! побудован! вс1 можлив! моном1альн! матрищ, 1х равно 25. Ц! 
матриц! дають 14 канон1чних равнянь поверхн! елштичного, гперболчного 1 парабол!чного тишв. 
Ключов! слова: канон1чний вигляд, поверхня, елшсод, гперболо!д, параболо!д, прост! В“ , 
матриця, мономальна матриця, канон!чне равняння. 


Введение 


Наиболее адекватным методом классификации поверхностей второго порядка 
является подход, основанный на параллельном переносе и повороте осей декартовой 
системы координат, которые приводят квадратное уравнение общего вида (1) к одной 
из канонических форм. Этот аналитический подход реализуется с большим трудом, 


«Штучний 1нтелект» 42012 361 


Мироненко Л.П. 
4М 


поскольку преобразования квадратичной формы сопряжены с довольно сложными 
вычислениями перехода от одной системы координат к другой [1-3]. В случае про- 
странства А‘ задача может быть решена в принципе, но практически осуществить 
это сложно. 

В другом, менее трудоемком подходе, рассматриваются поверхности второго 
порядка как фигуры, полученные в результате вращения кривых второго порядка 
(эллипса, гиперболы, параболы) вокруг какой-либо координатной оси. После этого 
результаты обобщаются [4-6]. В случае пространства А“ задача неразрешимая. 

Еще одним из методов классификации является метод, основанный на инвари- 
антах квадратичной формы (1) [7]. Инварианты не зависят от выбора осей системы 
координат. Этот метод не лишен недостатков, хотя бы потому, что трудно запомнить 
все инварианты, не говоря о том, как их получить. 

В работе предлагается относительно простой способ получения канонических 
уравнений поверхностей второго порядка в пространстве А“ и их классификации. 
Метод основан на идее параллельного переноса и поворота осей декартовой системы 
координат, но реализуется иным способом. Метод подробно изложен в работах [8], [9]. 
В работе [8] метод применяется к кривым второго порядка, а в работе [9] — к поверхно- 
стям в пространстве А”. Основная идея классификации состоит в том, что из коэф- 
фициентов симметричной квадратичной формы - будь то двух, трех и более пере- 
менных — составляются все возможные мономиальные матрицы и последним ставятся 
в соответствие алгебраические уравнения, которые представляют собой канонические 
формы уравнений различных поверхностей. 


|1 Обоснование идеи метода классификации 
<“ <“ 4 
уравнений второго порядка поверхностей в К 


Рассмотрим уравнение второй степени с неизвестными х, у, 2," 


ах’ +а» у’ +а.;2 +аци” +2арху+2а,х2+2а4хи + (1) 


+2а,.у2+2а„ум+2а42м+2а:х+2а:у+2а: 2 +2ацм+а =0, 
где а/,а›,...а» — коэффициенты уравнения, заданные действительные числа. 


В зависимости от соотношения между коэффициентами а. , уравнение (1) описывает ту 


й ый 
или иную поверхность в пространстве А“ в декартовой системе координат (включая 
возможные вырожденные случаи, скажем, когда уравнение (1) распадается на пару па- 
раллельных плоскостей или поверхность вырождается в точку и т.д.). Тип поверхности 
определяется не только соотношениями между коэффициентами, но также их знаками. 

Расположение осей системы координат влияет на (внешний) вид уравнения. Если 
уравнение поверхности имеет наиболее простой вид в определенной системе коор- 
динат, то говорят о его канонической форме. 

Составим квадратную матрицу из коэффициентов квадратичной формы (1): 


А=|а, а, аз ам а.; |. (2) 
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В задаче матрица А является симметричной а, = а, , поэтому у матрицы А раз- 


Л 
личных только 15 элементов. 
Ясно, что, при параллельном переносе декартовой системы координат Оху2и’ и 


помещении ее в «центр» поверхности, линейные члены формы (1) по переменным х, 
у, 2 и и обращаются в нуль (исключая некоторые вырожденные случаи). Это озна- 


чает, что коэффициенты а,;,@;,а;,@.; матрицы (2) могут быть обращены в нуль. 
Учитывая симметричный характер матрицы А, можно преобразованную матрицу А" 
1 ! 
а’ а, а, аа 0 
1 1 
а) а» а, аз 0 
представить в виде А’=| а; а, а, а). О |. Теперь поворотом системы коор- 
! 1 1 1 
аа а а; ад 0 
000 п 0 а; 
динат О’х'у2' в «центре» поверхности в шести плоскостях, образуемых четырьмя 


', и’, можно добиться того, чтобы «смешанные» квадратичные члены 


осями х', у, 2 
2а»ху,2азх2, 2адху,2а»у2, 2азуу, 2а..2м обратились в нуль. В результате мат- 
аа ооо 0 


ооо о 


рица А’ примет диагональный вид А"=| 0 0 а, О л О0 .. Заметим, что по 
оо ба, 0 
ооо 0 2; 


внешнему виду данная матрица относится к так называемым мономиальным мат- 
рицам. Преобразование матрицы А квиду А” подсказывает возможность привести 
матрицу А к другому виду, в котором из 15 элементов исходной матрицы (2) оста- 
нется только 5 (параллельный перенос вдоль осей координат дает четыре «нулевых» 
элемента и повороты — еще шесть «нулевых» элементов, всего можно обратить в нуль 


10 коэффициентов а,). Эти рассуждения приводят к матричному методу классифи- 


кации возможных канонических форм уравнений поверхностей второго порядка. 

В теории матриц определяются матрицы специального вида — мономиальные 
матрицы. Это квадратные матрицы, у которых в каждой строке и каждом столбце 
находится только один, отличный от нуля, элемент. Простейшим примером мономи- 
альной матрицы являются единичная матрица. 

Главным в методе является построение всех возможных мономиальных матриц 
из исходной матрицы А. Таких матриц оказывается 25 (в пространстве А° их 10). Из 
этих матриц оставляют только топологически не эквивалентные матрицы. Под топо- 
логически эквивалентными матрицами подразумеваются матрицы, которые приводят 
качественно к одинаковым уравнениям. Другими словами, уравнения отличаются только 
расположениями в них переменных х, у, 2, и’. Перемена местами неизвестных х,у,2,\ 
в уравнении не изменяет решений уравнения. Как будет показано, таких матриц только 
пять (пять групп уравнений в табл. 1). Эти матрицы, в зависимости от знаков их эле- 
ментов, дают канонические уравнения поверхностей второго порядка, образуя эллип- 
тическую, гиперболическую и параболическую группы поверхностей. 
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4 
2 Построение мономиальных матриц в пространстве К 
и классификация поверхностей 


Рассмотрим первый случай мономиальной матрицы, когда матрица (2) диаго- 
нальная. Обозначим ее А и считаем отличными от нуля элементы а/,а,›, аз, Аа»; 


матрицы А. Подставим коэффициенты в уравнение (1), получим уравнение 
2 у 2 2 = 
ах +а»у +а:32 +аци’ +а; =0. 


Различные варианты знаков коэффициентов а, 4.›,а.:,а..,.а.: матрицы А при- 


водят к следующим каноническим уравнениям поверхностей: 


1] —+-—-+—-+-> =1 - уравнение 4-мерного эллипсоида. 
О те Я 
2 2 2 2 
.. 2 м е ее 
РЁ № 7 и 5 =1 — однополостный 4-мерный гиперболоид. 
С 
2 2 2 2 
х 2 м ы ы 
[3]* —-- = =1 — двуполостный 4-мерный гиперболоид. 
2 2 2 2 
о её 
2 2 2 
р. 2 м 
[4]* — + 7-2 =| — аналога в пространстве А” нет. 
2 2 2 2 
И о. 
х2 У г" 3 . . 
[5] —+-—-+—-+-= = -1 = мнимый 4-мерный эллипсоид. 


Замечание. Звездочками отмечены поверхности, аналогов которых нет в прост- 
3 
ранстве К”. 
Рассмотрим следующую группу мономиальных матриц 4, —А;: 


0000 обо 


04000 0а 000 
00а00,00 0 04, , 
оо000а 0 00а 0 
оо 00а, 0 0 Ч... >10 
а0 000 000 0а, 
00 0 0 а, 09000 
0:50 0. бб О а 09: (3) 
О0 0 а 0 оо 00а, 0 


ооо о) що ооо 


Матрицы (3) имеют общие черты и приводят к качественно одинаковым урав- 
нениям: 
2 2 2 2 2. 2 
ах’ +а»у’ +а.:2”+2ам=0, аих +а2 +аии +2ах у =0, (4) 
ах’ +а»у’ чаи +2а,;2=0, ару’+аз2’ +ацм” +2а,х=0. 
Матрицы, которые приводят качественно к одинаковым уравнениям, будем назы- 
вать топологически эквивалентными. Следовательно, матрицы (3) А, —А; топологи- 
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чески эквивалентные, поэтому достаточно рассмотреть одно из уравнений (4), например, 
первое. Комбинируя знаки коэффициентов а,а,›,а..,а.; матрицы А, ‚ получим сле- 


дующие три уравнения: 
2 2 2 


и ьЯ е ь 
[6] и=—+ г + 4-мерный эллиптический параболоид. 
ё 


й Г хе 
И и=—- ыы 4-мерный гиперболический параболоид. 


— & & 
[81* и=— + р > —-—- - также 4-мерный гиперболический параболоид. 
Е Е 
Рассмотрим следующую группу из шести мономиальных матриц А; -А,. Эти 
матрицы образуются с помощью шести «смешанных» членов квадратичной формы (1) 
а›,аз,а4.аз,аа.а„. Поскольку матрицы топологически эквивалентные, запишем 


только первые две из них: 


00а 00 0 оба; 0 0 
а 0 0 0 0 О0а 0 0 0 
Ак = 0 0 а, О, =а 0 0 0 0 итд. (5) 
оо ба. 0 оо ба, 0 
ооо 0 а; оо 0 п 0а: 


Топологически эквивалентные матрицы (5) А; -А, приводят к шести уравне- 
НИЯМ: 
2 2 2 2 >. 
арху+аз2 +аци +а. =0, азур+анх +ащи +а; =0, 
2 2 2 2 — 
азх2+а»зу +аим+а.; =0, аз.ут+а:2 +ацх’ +а. =0, (6) 
а.хи+а» у’ +а2+а.; =0, а,2м+анх’ ча» у’ ча =0 
14 22.7 33 55 = @м И и. 55 
Достаточно рассмотреть одно из уравнений (6), например, первое. Комбинация 


знаков коэффициентов а›,а...а.,а.; матрицы А, приводит к следующим уравнениям: 
2 2 


х 2 м 6 ый 
[9]** . а Е =1 — частный случай поверхности [2]*. 
с 
2 2 
хх 2 м Е 
[10] ** - = 5 =1 — частный случай поверхности [4]*. 
А 
2 2 
х 2 м о ь 
[10] ** - т? =1 — частный случай поверхности [3]*. 
й 6 


Эти канонические уравнения не приводят к новым поверхностям. Покажем это, 
применив, например, к первому уравнению группы (6) формулы поворота в плоскости 


ре ам а а 
хОу на л/4: х=х о” У= и о 


х= ее +), у= ее +У). 


Подставим эти выражения для х и у в уравнение [9], получим 
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Это частный случай уравнения [2] при а = - 4-мерный гиперболоид. Анало- 
гично убеждаемся в том, что остальные поверхности [10] — [11] являются частными 
случаями гиперболоидов [3]* — [4]*. 

Замечание. Двумя звездочками отмечены поверхности, которые поворотом осей 
системы координат приводятся к уже полученным ранее поверхностям. 

Рассмотрим следующие 12 мономиальных матриц 4, — 4, : 


в. 10" 20730-50 ооо ооо о 
оо 00а. оо ода 0 оба 0 0 

А, =| 0 0 Оба 0А=О 0 0 Од А-ОДЩ 0 00 
оба 0 0 ооо ооо оба, 
ооо оба оо оо оба. 0 
ИТ.Д. 


Эти матрицы топологически эквивалентные и приводят к уравнениям: 
2 2 
ах’ +2а,2м+2азу=0, а»у +2а„хи+аз2=0, аз2 +2а„хи+2ау = 0, 
2 2 2 
аих’ +2а:у2+2а:м=0, ау +2а,2х+а:м=0, адм +2а».у2+азх=0, я 
ь ь ь (7 
ах’ +2а„ум+2а:2=0, а.2 +2адуи+2азх=0, адм +2а,х2+азу=0, 
2 2 
ау’ +2азут+а,х=0, а.:2 +2а,ху+2а:м=0, аци’ +2а,ху+а, 2=0. 


Рассмотрим одно из уравнений (7), например, второе. Комбинация знаков эле- 


ментов а!,а..,а.; приводит к уравнениям: 


2 
8 
Ж* = я я * 
[12]** = т + И частный случай поверхности [8]*. 
хо у 
[13]** и=-—+=> -— частный случай поверхности [7]*. 


Так же, как в предыдущем случае, поворотом осей системы координат в плос- 
кости уО2 уравнения переходят в уже известные случаи параболоидов [7]* - [8]*. 


Рассмотрим оставшиеся мономиальные матрицы 4., — 45. : 


оса ооо оба, 0 0 оо ба, 0 
ааоооо оо оа, 0 оба 0 0 
А, = 0 0 Оба, 0}'4=а, 0 0 0 0}24=0а, 0 0 0 
0°—20' 05:70. 0 о ооо а оооо 
ооо оба, ооо ода. ооо ода. 


Этим матрицам соответствуют уравнения: 
2а›ху+2а42м+а; =0, 
2а3х2+2адуй+а; =0, 


2а.хи+2а ур +аз = 0. 


Рассмотрим только первое уравнение. Комбинации знаков элементов а, ад, а. 


приводят к одному новому уравнению: 
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2\ 


[14]** — + т = 1 — частный случай поверхности [4]*. 
а 


Сведем результаты в таблицу. 


Таблица 1 — Классификация поверхностей второго порядка с помощью 
мономиальных топологически не эквивалентных матриц 


Мономиальные Геометрические образы 
невырожденные 
матрицы 
2 У в й Г 
Пу Го Е 2 =1 — 4-мерный эллипсоид. 
[6 
х2 У А р . 
* — 
[2] 7 я а = | - однополостный 4-мерный гиперболоид. 
Ра 
2 2 о 2 
1 х 2 и 
А Вы е а 2 = | — двуполостный гиперболоид. 
а [6 
2 2 2 2 
х 2 и 
МИ т А те 2 = | — аналога в пространстве А? нет. 
а [6 
2 У 52. 3 _ . . 
[5] + + + =-1 — мнимый 4-мерный эллипсоид. 
2 Ь? с? а? 
2 У 2 . | 
[6] и=—+-> +-— -4-мерный эллиптический параболоид. 
И а: 
х2 У 22 
2 < й Г м=—--> --—> -4-мерный гиперболический параболоид. 
2 5 а (© 
х2 У 22 . | 
[8]* м=—+-> - — - также 4-мерный гиперболический 
2 0.6 
параболоид. 
2 2 
= И случай . 
[9] а частный случай поверхности [2]*. 
3 А А а [© а 
6 и Е ? 
м1 И случай . 
по] РЕ: я частный случай поверхности [4]*. 
с а 
ху 5 - иг " в 
> ь а = | — частный случай поверхности [3]*. 
|. Е СИИ 
2 
о Е ы ы * 
[12]** \= — +-> - частный случай поверхности [8]*. 
4 ь. с 
А, - А, ь 
мы А ы ы * 
ПЗ] и= 5 +-> - частный случай поверхности [7]*. 
67 = В 
Хх 2У? 
5 = А, 14]** — т 1 — частный случай поверхности [4]*. 
23 5 а Ь 
Заключение 


В работ е предложен НОВЫЙ метод классификации канонических уравнений поверхностей второго 


4 г 2 3 
порядка в пространстве №, который был разработан в работах [8], [9] для пространств Аи К”. В 
основе метода лежит анализ симметричной матрицы пятого порядка, составленной из коэффициентов 
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квадратичной формы второго порядка четырех переменных. Из этой матрицы построены все 
возможные мономиальные матрицы пятого порядка, исключая вырожденные случаи. Невырожденных 
мономиальных матриц 25, но из них топологически различных только 5. Топологически различные 
невырожденные матрицы, в зависимости от знаков элементов матрицы, классифицируют основные 
виды поверхностей, образуя эллиптическую, гиперболическую и параболическую группы поверхностей. 
Всего возможны 14 канонических форм уравнений поверхностей и только различных 8. Особенностью 
подхода являются канонические уравнения, которые отсутствуют в классических методах классификации. 


о 4 
Речь идет об уравнениях поверхностей [9] — [14]. Кроме того, в пространстве А" появляются новые 


поверхности [2] - [4], [7], аналогов которых нет в пространстве В. 

Отметим основные достоинства матричного метода классификации: 

1. Воспроизводит все известные виды поверхностей второго порядка. 

2. Дополняет общепринятую классификацию новыми видами канонических уравнений поверхностей. 

3. Автоматически дает различные канонические формы уравнения для одной и той же 
поверхности при различных расположениях осей системы координат. 

4. Простой в обращении и не требует сложных расчетов, в отличие от обычных методов. 

5. Использует простую терминологию теории матриц (и не требует сложных математических 
понятий, таких, как инварианты преобразования, семиинварианты и другие). 

6. С одинаковым успехом применяется в пространствах различной размерности, в принципе, 
произвольной размерности. 
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Г.Р. М1гопепко 
С аз5тсапоп оГше Едиайопх оГШе 5есопа Огаег би /асех т брасе К №пт-Безепегие4 сазе 


п Ше рарег, ве плаблх тефо4 Юг с1аз1Ясайоп оЁ фе 5есоп4 ог4ег зи асез ш зрасе А“ в Чеуе]оред. 
ТЬЫ5 тефочд 1$ Базе оп йе апа[уз1$ оЁ Фе 5-@ ог4ег зуглтейлса! дла4гайс тафлх. Тре таблх 1$ Ба у 
@гее соеЁйс1еп$ оГ Фе дпадгайс Ююгт о КЮючг уапаез. Зисн тайлх ргодисез 25 тшопопиа| 5-@ огаег 
тайтсез. ТВезе тайлсез отуе 14 зипр[е5{ едиаНопз$ ор еШрис, Вурегфо|с ап@ рагабоПс {урез$ оЁ загсе. 
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Тре тафёлх А 15 а зуттев1с пафлх оРе соеЁЯс1епи5 а, оЁе адпадганс едпаНоп 


а | ау" а3327 | адм” +2аоху+2азх2+ 2адхи++2аду+ 2а342%+2а5х+ 2а5у+24а352+2а5\+а55 0. 
ТБе таш гези $ оЁВе \гогК аге гергеземе4 ш Фе пех 1аЫе. 


Мопопа1 Оеотейтса| ппазез 
поп-4есепегаеа 
тайлхез 
ея >. : | Е 
п] Е + т + р + го =1 А4-аплепзюопа] еШрзола. 
ой 222 2 
+ ь 5+—--—> =1 Опе сауцу 4-4илепз1опа] пурегфо]о14. 
а Ь с а 
д : . 
1 А, В] т = т =1 А 6% сауцу Вурегроо1а. 
а [@ 
2 ан З 
Ви > == ия =1 ТЬеге 15 по ап апаосу т Фе 5расе А”. 
а с 
тр о 
В]: > В Е =-1! Ап ппаоше 4-4итеп$1опа! ерзо14. 
а с 
ый но 
[6] и=— + 7 +—> А 4-4итепз1опа] еШрйса] рагабо]о14. 
а’ ББ с 
2 а - а 
7] и=—- — ——> А 4-4итепяюпа! Бурегбо|с рагабо[ю14. 
с 
ху 22 
[8] и=— + га ——. АВоа4-Ч4ипепзюпа! пурегойс рагабо!с1а. 
а с 
2 2 
[9] = + 2+ = =1 А сазе оЁ [2]. ТВе зигЁасе 15 говиед аё л/4. 
а [6 
2 2 
3 А -А, [10] и А сазе оЁ [4]. ТВе заг#асе 1$ гоиед аё л/4. 
а с 
2 2 
ПИ в. =1А сазе оЁё [3]. ТВе зигасе 1$ говиед аё л/4. 
ас 
х? ур : 
П* и=—+-> А сазе оЁ [8]. Тре зи асе 15 гоёме4 аё Л /4. 
со ВБ 
- А, = А, 2 
13] "= = А сазе оЁ[7]. ТВе загсе 15 гоед аё л/4. 
[6 
ху 2 
5 —_ [14] -=+-—> =1 А сазе оф [4] а а =Б,с=@. Те загсе 1$ гобае4 а 
А А, д” с? 
л/4. 
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